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R~sum4. Appelons bipermutation (bp) d'un ensemble donn~ tout couple de permutations de 
celui-cl, par exemple (bdace, dbeac). On d~finit sur les bp. deux operations unaires "h gauche" 
et leurs duales "h droite", op~ratlons qul s'introduisent aturellement enthrone des ~quatlons 
dans les mono'ldes hbres. On peut alors associer ~ une bp. deux families de bp. et on d~montre 
que ces families ont le m~me nombre de bp., blen qu'elles ne soient pas en g6n6ral lsomorphes. 
1. Introduction. R6sultat principal 
1.1. Notations. X 6tant un ensemble fini non vide (de lettres) et X* le 
monoi'de libre de base X, on d6signera par X! rensemble des mots 
fE  X* tels que tout 616ment de X pr6sente xactement une occurrence 
dans f. On s'autorisera ~ appeler permutations (de X) les 616ments de 
X! et bipermutations ceux de X! X X!. 
Soient alors IXI = k le cardinal de X, [k] l'ensemble {1, ..., k} et 
(f, f ' )  ~ X! × X! une bipermutation. La surjection X-~ [k] obtenue n 
envoyant sur l'entier i la i6me lettre de f (lu de gauche ~ droite) se pro- 
longe en un morphisme X* -~ [k] *. Celui-ci envoie la permutation f '  
sur un 616ment de [k] ! que l'on appellera le type de (f,f'). 
Exemples. Pour X = {a, b, c, d, e, f )  les bipermutations 
(abcdef, fcbeda) ,  et (cdefab, bedafc) 
sont isotypes et de type 6 3 2 5 4 1. 
1.2. Op6rations. L'6tude des 6quations dans les monoi'des libres [ I, 2] 
conduit h munir X! × X!, pour IXI > 2, de certaines op6rations unaires. 
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A tout couple (x, y) E X X X avec x 4: y, on associe l'op6ration d6si- 
gn6e par x/y et d6finie de la faqon SUlvante: 
(5) si B ~ X! × X! est de la forme 
B=( f lx f2Y f3 ,g lxg2yg3) ,  f t ,g tEX* ,  t = 1 ,2 ,3 ,  
alors (x/y)B = (fl Yf3 x f2 ,g l  Yg3 xg2);  
(ii) sinon l'op6ratlon x/y n'est pas d6finle 
Exemples. Solent X = {a, b, c, d, e} et 
B =(abcde ,  dbaec)  ; 
alors (b/e)B = (a e b c d, de c b a), tandis que les op6ratlons e/b et e/d ne 
sont pas d6fimes pour B. 
1.3. Syst¢mes nodaux. B 6tant une blpermutation on d6slgnera par 
92 (B), la plus petite partie de X! × X! contenant Bet  ferm6e pour les 
op6ratlons x/y. 
L'ensemble 92 (B) muni des op6ratlons x/y d6finit tan systbme alg6- 
brlque que l'on d6sagnera par le m6me symbole 92 (B) que son ensemble 
sous-jacent. Pour des raisons ll6es h son orlglne (volr [2] ), le syst6me 
92 (B) sera appel6 le premter systFme nodal attach6 h la blpermutationB. 
11 est clair que les conditions (x/y)B = B' et (y/x)B' = B shmpllquent 
mutuellement. I1 est donc loisible de repr6senter tan syst6me nodal 
92 (B) par un graphe sym6traque dont les sommets ont les 616ments de 
l'ensemble 92 (B) et dont les ar6tes sont valu6es chacune par une paire 
(x, y). 
A titre d'exemple, nous traiterons ici le cas o~ IX I= 3. 
1.4. Syst~mes nodaux pour IXI = 3. PourX  = {a, b, c} il y a 3! types de 
bipermutations, et l'on obtient les syst~mes suivants. 
( 1 ) Pour B 0 = (a b c, a b c), 92 (B 0 ) contlent 3 ! = 6 bipermutations 
isotypes et de types 1 2 3 (Fig. 1). 
(2) Pour B r = (a b c, c b a), 92 (Br) se r6dmt ~ cette seule bipermuta- 
tion, de type 3 2 1. 
(3) Pour B a = (a b c, b a c), 92 (B a) contlent trois bipermutations cor- 
respondant respectivement aux types 2 1 3, 3 1 2, 2 3 1 (Fig. 2). 
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(abc ,abc) 
,,a,b} / '~a ,c}  
/ '  ~ (c~cab) 
(bca,bca) la,c} 
Zb,c} (acb,acb) 
(a ,b}/b~/~(a ,c~ 
~ ~(cba,cba) 
(bac,bac) 
Fig. 1. 
labc,bac) 
f c ]  
(cab,bca (acb,cba) 
Fig. 2 
(abc,acb) 
(bca,bac) b,c (cab,cba) 
Fig. 3 
(4) Pour Bg = (a b c, a c b), 92(Bg) contient trois blpermutahons iso- 
types, de type 1 3 2 (Fig. 3). 
Les six types possibles de bipermutation ayant 6t6 tous obtenus, les 
quatre syst6mes pr6c6dents fournissent donc un repr6sentant pour 
chacune des quatre classes d'isomorphisme possibles de syst6mes. 
(On voit lmm6dlatement que pour IXi quelconque on aura toujours 
un syst6me form6 par toutes les bipermutations (f, f ) ,  comme 92 (B 0 ), 
et les syst6mes form6s chacun d'une bipermutation (f, 7), comme 
92 (Br), off fd6slgne l'image en miroir de f.) 
1.5. Operations duales. Seconds syst6mes nodaux. On d6flnit l'op6ratlon 
~'/~, duale de x/y ,  de la faqon SUlvante: 
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(i) si B est de la forme d6j~ consid6r6e, 
B = (f l  xf2 Y f3 ,  gl xg2 Yg3 ),  
alors B(~/~) = (f2 Yf l  x f3 ,  g2 Yg l  xg3); 
(ii) sinon l'op6ratlon ~'/7 n'est pas d6flnle. 
On d6s~gnera par ~ (B) la plus petite partie de X! x X! contenant B
et ferm6e pour les op6rationsy/~ r. L'ensemble ~ (B) muni de ces op6ra- 
tions est le second systOme nodal attachO 71 B, on le d6signera encore par 
le m6me symbole ~ (B). 
Nous sommes maintenant en mesure d'6noncer le r6sultat pnncipal. 
1.6. Th6or+me. Les deux syst&mes nodaux attaches ~ une m~me btper- 
mutation comportent le m~me nombre de blpermutatlons. 
Avant d'en donner la d6monstration, v~rifions cette proposition dans 
le cas IXI = 3. L'dtude falte en 1.4 montre imm~dlatement que: 
( 1 ) pour B 0 = (a b c, a b c), 02 (B 0 ) et ~ (B 0) sont isomorphes, 
(2) meme conclusion pourB r = (a b c, c ba); 
(3), (4) pour B a = (a b c, b a c) et Bg ~(a b c, a c b ), 02 (Bg) est isomor- 
phe 'a ~ (B d) et 02 (B d ) est isomorphe "a 02 (Bg). Tous ces syst~mes ont 
donc trois 616ments. 
Cependant il convient de noter que 92 (Bg) n 'est pas isomorphe a
(Bg ) et que ces deux syst~mes n 'ont pas des groupes d'tsotyples tso- 
morphes Cette remarque a une port~e g6n~rale, on peut prouver que 
l'isomorphisme est l'exception, et non la r~gle. 
2. D6monstration 
2.1. Remarque. D6signant oujours par r  l'image en m lroir du mot f et, 
pour B = (f, g), posant B = @, f) ,  il est clair que l'on a en g6n6ral (com- 
me on l'a vu pr6c6demment sur un exemple): 
B ~ m- . 
X 
I1 en r6sulte que le syst~me ~ (B) est isomorphe au syst~me ~ (B). 
Le Th6or~me 1.6 est donc 6quivalent au suivant. 
2. Ddmonstration 145 
2.2. Th4or6me. Les syst~mes nodaux 92 (B) et 92 (B) comprennent le
mdme hombre de bipermutations. 
C'est ce dernier th6or~me que nous allons 6tablir. 
2.3. Lemme. Si B' = (t /x)B et B" = (x/y)B'  = (x /y) ( t /x )B  sont dkfinies, 
alors ( t /y)B l'est attssi et l'on a." 
tB=X- - t  B 
y yx  
(ce r~sultat explique la notation adopt~e pour l'op~ration). 
Preuve. Puisque (x/t)B'  et (x/y)B'  existent, chaque membre de B' est de 
la forme h 1 xh  2 Yh3 ,  la lettre t figurant dansh 2 h 3. Deux cas sont donc 
examiner 
(i) si B' contient un membre de la forme 
t t t  
h 1 xh  2 th2Yh  3 , 
le membre homologue de B est de la forme 
I t  
h 1 th2Yh3xh 2 , 
et celui de B" de la forme 
e t t  . 
h 1Yh3xh 2 th 2 , 
(ii) si B' contient un membre de la forme 
h lxh2yh '  3 th '  3', 
le membre homologue de Best  de la forme 
h 1 th '3 'xh2Yh '  3 , 
et celui de B" de la forme 
h 1 yh '  3 th'3'xh 2 . 
On voit donc que l'on a toujours ( t /y)B = B" .  
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2.4. Syst6me contraint. Soient B --- (f, g) ~ XI × X! e ta  ~ X. On d6si- 
gnera par 92a(B) la plus petite partie de X! × XI contenant Bet  ferm6e 
pour les op6rations x/y  avec x, y 4= a. 
En vertu de la d6finition mOme de l'op6ration x/y  il est clair que: 
( 1 ) si a est l'initiale de f (resp. g), alors a reste l'initiale de tousles 
membres gauches (resp. droits) des blpermutations de 92a(B); 
(2) si f (resp. g) est de la forme h 1 uah2,  avec u E X,  h i ,  h 2 E X*, 
alors dans tousles membres gauches (resp. droits) des bipermutations 
de 92a(B), u reste le pr6d6cesseur imm6diat de a. 
En r6sum6 92a(B) est isomorphe ~ 92(Ba), oil Ba est la bipermutation 
qui proc6de de B par effacement de a. De plus 92a(B) est reconstituable 
h partir de 92(Ba) grfice h la connaissance des lettres qui pr6c~dent 
(6ventueltement) a dans chaque membre. 
92a(B) est le syst~me ngendr6 parB avec contrainte sur a. 
2.5. Lemme. Soient f, g ~ X! et soit {3 ¢~ X un dl~ment dlstingu& Le car- 
dinal d'un ensenble E ~tant toujours d~sign~ par IEI, on a: 
1 92 (/~f,/3g)l = (1 + IXI) 192 ( f ,g) l .  
Preuve. 92 (/3f,/3g) contient d'abord les 192 (f, g) l bipermutations du sys- 
t~me contraint 92~(/3f,/3g), lesquelles ont routes/3 aux deux initiales. 
Soit B = ([3f 1 x.f2, ~gl x g2 ) l'une d'elles, alors ([3/x)B = (x f2 (3ft , 
xg2 ~gl) admet x aux deux initiales. On forme donc, fi partir de B, IXl 
blpermutatlons ouvelles et dlstlnctes. D'autre part sl B, B 'E 92 O(/3f,/3g) 
sont diff6rentes, (~/x)B et (~/x)B' le sont aussi. On a doric form6, ~ par- 
tir de 92 a(/3f,/3g), une "nouvelle g6n6ration" de bipermutatxons decar- 
dlnal IXl 1 92(f, g)I, soit, avec celles de 92 ~(/3f,/3g), une famflle de cardi- 
nal (1 + IXI)192(f,g)l. 
Or il n'y a pas d'autres bipermutations dans 92 (fir,/~g). Soit en effet 
B E 92~(/3f,/3g), ohB = (/3fl x f2 , [Jgl xg2)  et soit y ~ X,  y 4: x. x /y  est 
d6finie pour (~/x)B = (x f2 [3fl , x g 2 (3g 1 ). Mais en vertu du lemme 2.3, 
on a 
BI=f l - -B  - x fiB, 
y yx  
ce qui montre que B 1 avait d6j/~ 6t6 obtenue dans la "nouvelle g6n6ra- 
tion". 
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2.6. Remarque. Le Th6or~me 2.2 r6sulterait imm6diatement de la pro- 
position suivante: 
2.7. Proposition. Les systbmes 92 (/3f, {3g) et 92(/3"g, /3]') sont isomorphes. 
On aurait alors en effet 
1 92 ( f ,  g )  l - 1 92 ( /3f , /3g)  I _ 1 92 (/3g,/3]')1 _ I 92 (g, ]') I 
1 + IXl 1 + IXI " 
Nous allons d6montrer en fait une proposition plus forte que la Pro- 
position 2.7 en ce sens que nous exhiberons un isomorphisme de 
92 (/3g, ~f) vers 92 (~f, ~g). Cet isomorphisme st lie ~ une certaine substi- 
tution circulaire op6rant sur X u {~}, qui fait l 'objet de la d6finition ci- 
apr6s. 
2.8. D6finition. SoltB = ( f ,g)  ~ X! × X!. D6signons par r  (0, 1 -<- t < k 
= IXI, la i~me lettre de f et 6crivons xk pour f(k). 
Alors, 3' 6tant la substitution circulaire: 
3' = (/3, f(1) ..... f(i), ..., f (k) ) ,  
posons 3 ~ = ]" 3"- 1, ~ = ~.  3'- 1, d'ofi 
(~,/3]`). 3'-1 = (x k 2,, x k ?) . 
Remarquons d'ailleurs que l'on a: 
(9]`). 3"-' = (~f~) = ] /3.  
Avec ces notations on peut enfln ~noncer la proposition suivante, qui 
implique le r6sultat principal. 
2.9 .  P ropos i t ion .  On a 
92 (M, ~g) = 92 (xk ~, xk Y). 
Preuve. Par r6currence. 
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(1) Pour IXI = 1, la seule (aux isomorphismes pr6s) possibilit6 est 
X={a},  ( f ,g )  =(a ,a )  
(/3f, fig) = (/3a,/3a), (/3g, fir) = (/3a,/3a), 
(xk , xkY) = (at3, at3). 
Mais l'on a: 
[3 ({3a, [3a) = (a[3, a[3) . 
a 
(2) Supposons la propos ihon 6tablle pour IXI <__ k. 
Par commodlt6 nous conviendrons que l 'ensemble X est l 'ensemble 
[k] des k premlers naturels non nuls, nous convlendrons que/5 = 0 et 
que l'on a 
f=12. . .k ,  
ce qui est toujours loisible. D'autre part nous 6crirons 
g=l  2 . . . i . . . k ,  TE [k] . 
L 'hypoth~se de r6currence st donc que le syst6me 92 (Of, 0g) contient 
la bipermutation: 
(k -£ -  1 . . .5 -  1T -  l , kk -  1. . .210) .  
Soit alors, avec f ' ,  g' ~ [k + 1 ] ! la b ipermutat ion B = (Of', 0g')  oh: 
f '=12. . .kk+l  et g '= l  ... Xk  + 1 . . . k+ 1 . 
Le pr6d6cesseur dans g' de k + 1 a 6t6 d6sign6 par ~, ce qui implique 
k + 1 = ;~ + 1, soit k =)~ + 1 - 1. Le pr6d6cesseur de k + 1 dans f '  est 
naturel lement k. 
L'application de l 'hypoth6se de r6currence au syst~me contraint 
92k+1 (Of', 0g'), compte tenu des observations faites en 2.4, implique 
que ce syst~me contient la blpermutat ion:  
B 0 =(kk+lk -  lhX-  lh 'T -  1,kk - lh"Xk+l~- lh ' "O) ;  
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avech, h',h",h"' ~ [k -  2]*  
Or on a 
et 
k 
B1 -k+l  B° =(k+lk - lhX- lh 'T - l k ,  
k+ lX-  l h ' "Okk-  1 h"~)  ; 
X-1  
B2-  h - - - B  1 = (k+ lk -  l hk~-  l h 'T - I ,  
k+ l  kk-  lh"XX-  1 h ' "0 ) .  
Puisque k =)~ + 1 - 1, on a bien 
B 2 =(k+ 1~' ,  k + l f ' ) ,  
ce qui 6tablit la propri6t6. 
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